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CONVERGENCIA DE SUCESIONES
RECURRENTES DE PRIMER ORDEN
Es bastu.te común encontrarse COnsucesiones (X"' n = 1,2,3,.··) que sa-
tisfacen í6rmula.s de recurrencia del tipo
donde la función I que relaciona. X"+l con X" no depende directamente de n.
POI ejemplo;
«1» X"+l = a.X" ± b, con a > O, y b> O;
«(2» X"+l = v'b f a.X" (a> O, b > O);
«3» X"+l ;; a +:foll (a> O, b > O);
«4» X"+l ;; a.(X"r~ ± b (a > O, • > O);
«5» X"+l = a.y'l ± (X,,)2 (O < a < 1);
«6» X"+l = log(X" + a) (a > 1).
«1» X"+l ;; a.X" + -J: (a > O, b> O);
«8» 3X,,+1 = 2 + (XII)3;
«9» XII+l = a.tan-lX" (a > O);
«10» XII+l ;; a.e*hX" (a> O, b> O).
Pan investiga.r el comport&IDÍento de la. sucesión dada por una fórmula de
recurrencia (la convergencia o divergencia, la monotonía, la oscilación, etc.),
se necesita siempl8 una cierta habilidad penonal diñcil de transmiili a otras
personas; por esta rasón se cree que resolver problemas de sucesiones es UAa
obra de arle~ Por ejemplo, en el cuo de las 8.cesiones dad •• por las fórmulas«1»-«10», el método de esiudio varía para cada caso, '1 para cada fórmula la
situación de la nceeióa no sólo depende de 108valores de Xl, siao también de
las constantes positivas a, b iacluidas en la fórmula; además, para las fórmulas«2»,«4» y «10» el trat&IDÍento dlido para el caso "+" no sirve para el caso,,_tI
Hace algunos años, un estudiante me preguntó si convergía la sucesión (X,,)
dada por
X"+l = X.,. +.!.. (b > O,un caso particular de «7»). (a)
2 X"
Tuve que tra.bajar mucho para da.r la siguieate resp.esta: ante todo, obsérvese
que si Xl = v'2b entonces
v'2b b . r,:;r
X2 = - + .¡;:r = v2b,2 v26
y por consiguieate la sucesión será constante e igual •. V2b.
Sea, pues, Xl#; V2b y Xl> O. Mubiplicando cada miembro de la
igualdad. (a) por 2X" obtenemos
2X"X,,+1 = (X"y~ + 26 j
de aqm, restando a cada miembro 2V2bX,., NSn1ta
2X"X"+1 - 2.J2bX" = (X,,)2 + 26 - 2.J2bX",
2X,,(X"+1 - VÍi) = (X" - .J2b)2> o.
x,. +V261 2V26 1Viii= + ~>,X,. - 26 X,. - 2b
y a puw de (b) ob~neJDOI
(X,. _ ~)2
2X,.
(X,._~)2= --------X,. + Jib + X,. - Jib
X,.-v'2i
(X,. - v'26) (1+ x.-
X,. - v'B'
= 1+xd8x.-~
. X,.-~
< 1+1'
o < X"+l - v'2b < ¡(X,. - v'26) para n ~ 2.
0< X,.+l-v'ib < i(X,. - v'2i) <¡(X"-l - v'2i) < ... < 2,.1_1(X2 - v'2i),
y por lo tuto:
Iim X,. = v'26.,.-00
Es cluo qlle si Xl < O la 81lcelÍÓnlenertda por la f6rm. (a) contendrá
los mismo8 elem_tos de 1&uteDor pero con sipo negativo, uí que será
conyergente a -v'ib.•
La solución uieDor ea muy boaita, pelO no es acll de encontrar aun para
penonu acoet1lDlbradu al muejo de sucesiones.
Elobjeto de la pruenie nota • el de establecer 108criteri08 I-eral. para
observar ~I comporlaminlo de lo.. ,.ce6ÍoflU dadu por la fóml1l1&d. teC1l;..-
nencia(l) como llD&apJicacióndel cílc1llo.eleme.tal, para qlle los estlldian••
plledan ~lftl f&cilm •• '. 101problemu d. nc:8lÍo ••• efl forma mulÍflica,
situación similar al caso de los problemu de máximos y mínimos. En rea-
lidad los problemu de máximos y múUmos son sumamente di:f(cilessin el
uso del cálculo, pero hoy en día se conviene. en simples ejercicios mecánicos
en el curso del cálculo elemental. Espero que en el futuro los problemas de
sucesiones también sean incluidos en todos los cunos elementales de dlculo
diferencial como aplicaciones íí.cilelJy bonitu del mismo.
2 Expresiones interpretadas por las sucesiones
del tipo «1».
Lu expresiones intuitiYU con puntos sUlJpenaivos", son interpretad u co-
mnnmente por sucesiones dadas por las í6rmulas de recurrencia (1), Y su valor
numérico será.el límite de la sucesión en cuo de que éste exista.
(i) Vb - Jb - Jb.- -lb -., '. Consideremos Xn dado por
ba+---...--
(1+&+*
bX"= (1+ el+ :!I:: (n veces a)¡
a+ ...;¡
--G-fJ
--V G-.\.,.= a
3 Criterio de convergencia 1 (Sucesiones Monótonas)
Va.m08a estudiar la. convergencia o divergencia. de la sucesión (X,,) determi-
nada por la fórmula. de rec1lrtencia.
donde 1 como función de uria.ble rea.! 88 deriuble en un ÍDterva.lo1 que
satisface la condición
En couecuenci&, si Xl El entollcee X" E 1 para todo n.
Si la sucesión (XtI) converge a un Hmite L(e 1) entonces se debe tener (por la
con;inuidad de la función J) que
o sea que L es UD punto fijo de la función 1en l. Por lo tanto, 811 evidente
que la. sucesión (X,,) ditlerge si la función 1no posee punto fijo en l.
Teorema 1 (Primer criterio de cofttle7'geftciIJ).
Sea.L un punto fijo de la función l. En~nces:
(i) Si f'(L) > 1 entonces la. sucesión (XtI) dada. por (1) no converge a. L, a.
excepción del caso trivial Xl = L.
(ü) Si O< 1'(e) < 1entonces la sucesión (X,,)converge :J a.L en una. vecindad
de L.
f(e) < e
I(e) > z
(4)
(5)
X f(X ){ < X" siX" < L,,,+1 = " > X" siX" > L;
por lo tanto 108ténniJl08 de la.sucesión (X,,) se a.1ejo del punto L, esto
es, la sucesión (XtI) no converge a.L.
2DecimoI que (X,,) - L en una veciDdld de L, si (X,,) - L cuando Xt pertenece a
cierta vecindad de L.
0< !,(L) < 1.
En una veciJldad de L tenemos:
L < fez) < z si z > L;
L > fez) > z si z < L.
(6)
(7)
{ L < X"+l < X" si X" > L,L > x.+1> X" si X. < L.
Por lo ta.nto, la sucesión (X,.) es decreciente (creciente) y aeotada por
L, si Xl es mayor (menor) que L . Así pues, la. sucesión (X,.) converge
en una vecindad de L. Como L es el ÚDicoposible lúnite de la. sucesión
en una vecindad de L, entonces le debe tener que
Observación Se obtiene el mismo criterio en caso de que f'(L) =Oó f'(L) =
1, investigando el compodamien'o de la. {unción f en una. vecinda.d de L, ya.
que 108 resultados anteriores son couecuencia de (4),(5), (6) Y (7).
(i') CalO J'( L) = 1.
(a.) Si fez) < z pua. z < L, entonces (X,,) no converge a. L cua.ndo
Xl < L.
(b ) Si f(z) > z pua. z > 1, entonces (X,,) no converge a. L cua.ndo
Xl> L.
(c) Si f(z) > z pua z < L, entonces (X,,) converge a.L cuando Xl <
L.
(d) Si fez) < z pua. z > L, entonces (X,,) converge a. L cuando Xl >
L.
/
,
i_
L
(.d)
(ü') CaJot(L) = o.
(a.) Si fez) < L pua z < L, entonces (X,,) converge a. L cuando
Xl <L.
(b) Si fez) > L pUlo Z > L, enton<:e8 (X,,) converga a. L cuando
Xl> L.
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Corolario l. Se•. L u pllnio fijo de 1&función f. Si f(~) iomI. un mínimo
local (o máximo locl1) en L, enlonces
X,,- L
en UD"ftCindad de L, moaóloD&ment.e&partir de X:l'
DemodnJció,. Como I(~) tiene UDmínimo (o máximo) local en L , entonces
f(L) = O.
Sllpong&lll08 qlle f(e) tiene un mínimo 1oc•.•.en L (Fig.5(&»; entonces, si
Xl > L 88 üene que X" - L en forma decrecient.e (observación anterior,
(ü'), (b». Si Xl < L enionee.
X2 = f(XI) > L¡
por lo t&Dio1&aucesión (X,,) tiende &1 límite L, en form&decreciente &p&rtir
del segundo t.érmino X 2'
De 1&IDÍ8m&form•., en cuo de que f( al) t.ome un máximo local en L (Fig.5(b»,
ent.onces tenemOllque (X,,) üende al1ímite L en forma creciente si Xl < L, y
(X,,) tiende •.•.límit.e L en form&crecien"e &put.ir del segundo término X2 si
Xl> L.
Nótese que si f(L) el el mínimo (o m'ximo) ab.o/uto en el int.ervalo 1, y f no
tiene otro puto fijo en 1, entonces:
(X,,) - L para cualquier Xl e l .•
Corolario 2. Supongamos que L es el único punto fijo de la. funci6n f en
1= (-00,00).
(i) Si I'(L) > 1, entonces
{
+00 cua.adoX1 > L,
(X,,) - -00 cuudoX I <L.
(ü) Si O < 1'(L) < L, entonces
(X ) _ L { en forma creci~nte" en forma decre<:1ente
paraX 1 < L,
paraX I > L. •
Corolario S. Suponga.mOl que I es creciente en 1 = (-00, (0); si LI,L-J
(L'J < L1) son 108ÚniCOlpuntos fijos de la funci6n l. y I'(L¡) > l. entonces
(X,,) - +00 para. Xl > LIt
(X ) _ L { en forma decre~ente si L2 < Xl < L1,
" 2 en forma crecIente si Xl < L2 ••
.
I • • x
L, )(n-
Fig. (,
Ejemplo 1. X"+l = aX" + b (a > O).
Sea. 1(11:) = Gil: + b; entonces f(lI:) = a, L = i!a; luego
(i) Si a > 1, entonces
(X,,) -:i:oo para. cualquier ValOIde Xl i: L,
(X,,) = (L, L, L,· .. ) - L para Xl = L.
(ü) Si O< o < 1, entoncel
(X,,) ~ L (mo.ótonamen~) p&la.cualquier valor de Xl' •
IUemplo 2. X"+1 :; "¡oX. +6 (a> O, 6> O).
Obsérvese que VoX" + b > O; por lo taato podemOll eouideru 1 = (O, (0).
Sea/(z) = "GZ + b, entonces L = '*"fH (único p1Ultofijo en 1). Tenemos:
I'(L) = ~ = _-..,.0 < 1
2L a + ../G'J + 46 .
(X ) -+ L ::::!(el+ VG2+ 46) { en form•. dect~eate si Xl > L,
"2 .en forma creaente si Xl < L. •
Ejemplo 3. X"+l = 0(X,,)2 + b (o> O, b > O).
Se•. /(~) = (J~2 + b en 1 = (0,00). Se observa. que no =i,te punto fijo de la.
función / si 4<1b > 1.
Supongamos ahOla. que 4Gb:5 1; enfoonces1011 punfoosiijos de /lIOn:
1 - ../1 - 4Gb
L'J=-----,20.
L1 = 1+ VI - 40b (O < ~ ~ Ll).2<1
f(z) = 20z, f'(~) = 1- '0/1-<id, f'(L1) = 1 + '0/1 - <iClb.
Como O< I'(LJ) S 1, I'(L!) ~ 1, eatonces aplicando el criterio anterior se
üene que:
(X,,) - +00 e. forma crecíe.te,'¡ Xl> LI Ó Xl < -LI;
(X,,) - L2 si -LI < Xl < LI (monóton&IDente a parlir de algún térmíno);
(X,,) - LI .i Xl = LI Ó Xl = -LI (.llcelÍÓ. co•••••• te). _
Bjemplo 4. X"+l = loa(X" + 4) (el > 1).
Primero obeenemoe CJuesi Xl ~ 0, le tiae que X. ~ O pUl. todo 71. Sea
I(z:) = log(z:+ a) en lO, (0); entonces f(z) = ¡.;.. Como 1 el cóncava hacia
abajo (Fig.8), en'onces e~te un único punto fijo L en [0,(0). Tenemoe que
1
0< t(L) = -L < 1 (Pllesto qlle a > 1);+a
a.plicandoel criterio •••tenor se .ieae qlle l"'llceeión (X.) converge monótonamente
al límite L, donde L es la rm poeiUn. de la ecuación
Ejemplo 6. XII+1 = o.ton-l XfI, a> 1•
Sea I(e) = o' taa-1 e; entonces
¡'(e) = .2:1 > O,
luego la fució. 1 ea crecie.te; ~emú, 1'(0) = el> 1.0beervudo la gráfica
de la ÍlulCÍÓD. 1_ ve que Ueae tres punto. fijos: -L, O,L, donde L es la rlÚ
poeiün de 1&ecuación
Ademú, le obMna que 1'(-L) < 1, 1'(0) > 1, f(L) < 1. Aplicando el
criterio anterior le Ueae que
(X,,) -- -L monótonamente si Xl < O.
No hay !uceaióll (X,,) que tienda a O, a excepción del caso trivial: Xl =O.•
y
Fiq.9
JUemplo l. XII+l = 0.r,1IX· (o> 0,6 > O).
PodemOl ftpoJler, •• ~a desoer&lidM, qu XII > Opara todo n. Sea
1(.)= (J • e- en[0,00).
L. pe•••• _e de la red. _•••••• __ ala cuna , = el •e- que pua por el origen
• 06c; poi lo .&ato, .i06e > 1 B.OIt.aypunto Ijo de 1&fuJlcióa /. Supongamos
que abe < 1; entonces existen dos puntos fijos L1 ,L'J (L'J < Ld de la {unción
l. (Si a~ = 1, en.onces L1= L,). Tenemos:
r(z) = ab'J • e.'- > O;
Aplicando el criterio anterior, 18 ve que
(X,,) - +00 mon6tonamente si Xl > Lt,
(X,,) - L2 mon6ton&mellte si O< Xl < LI•
N6teee que si abt = 1 tenemos
(X,,) - L1 = L'J si Xl < LI = L2,
(X,,) - +00 si Xl > LI =~ .•
Bjemplo T. 3X"+1 = 2+ (X,,)",
Sea. ¡(~)= 1~3+ i en (-00,00); entonces f'(~) = ~2, f"(~) = 2~, En
la. figula. 11 se mll_ra 1&ardea de la. mnci6n ¡. Si I(~) :; ~ en~onces
(:.:-1)2(:.: + 2) = 0, l11egO1&mndó. J tiene doe pub fijoe, -211. Tenemos
I'( -2) = 4> 1, /,(1) = 1.
Aplica.ado el cri~erio a.a~erior se üeae qlle
(X,,) - +00 monótonamente Clla.DdoXl> 1,
(X,,) - 1monótonamente si -2 < Xl < 1,
(X,,) - -00 monó~oDamen~esi Xl < -2.•
Y
4 Criterio de Convergencia II (Sucesiones oscilantes)
Sea L 1Ulpunto ijo de 1&fuc:i6n f. Ea el P&ÚlIafD aaterior hemos estudiado
el componamiento de 1& ncesión (X.) dada por 1& fórmll1a de recurrencia (1)
en 1Ulayecbldad de L nudo r(~) >0. Ahora, Y&IIl08 a eshdiar la situaci6n
de 1& suce ron nudo f(L) < o.
Si f'(L) < O e.'onces f •• ciec,.~cin'een L; luego
I(e) = { < L ~:I: > L,.. > Lile < L.
{
<L
X"+l = I(X.) > L
~
si X,. > L,
si X" < L,
FiC!. t2-
o Ie& que la suc:eaió. (X.) • OIeíl•• ,. alndedor del punto fijo L. Si Xl < L
elltollces X2 > L, X3 < L, X. > L, e~.,lllego la sublucesi61l (X"-l) =
(X¡,X3,X$, ••• ) ""ea el lado Ílquercio del puto L, 1 la SllbeUcesióll(X2n) =
(X2,X.,Xe, ... ) .tá al otto lado del p1Ultoijo L, o sea que lu dos subeuce-
siollel (X2.-I) ,1 (X,.) IOIl acotadu s.perlor e iIlíenolmellte por L. De la
misma forma, si Xl > 1 entoBCIIlu •• beucesion. (X:m-l) y (X:m) son aco-
tadas por L, iJlferior y superiormente. Si ambas •• beucesiones conYergen a un
límite comll., entollces 1& lucesi61l (X,,) connrge, y 8U límite debe ser igual a
L, ya que L • el1ÍJÚcolímite posible de 1& suceGón. Como lu subeucesiones
(X:m-l) y (X2a) satiafacea 1& fórm. de recurrencia
Xw+2 = (lof)(X,,), (9)
aplicado el Teorema 1 para el <:&80 de la fórmula (9) ~enemos el siguien~e
criterio de connrgenci&:
'1'eorema 2. (Sepndo criterio de co.verlencia).
Supong&Dl08que I'(L) > O.
(i) Si I/'(L)I > 1 entonces la. luc:eaión (X,,) diverge en forma. 08<:ilan~e,en
Da. vecindad de L.
(ü) Si I/'(L)I < 1entonces la.lucesión (X,,) converge a L, en forma oscila.n~e
en una vecindad de L.
Demo,t,ación. CouideremOlla. función h = lo/¡ en~onces h(L) = 1(f(L» =
I(L) = L, esto es, L es 1Ulp1Ul~ofijo de la función h y, en consecuencia,
Si I/'(L)I > 1, entonces h'(L) > li aplicando el Teorema 1 se ve que las suce-
siones (X~,X.,X8,"·) Y (X¡,X3,Xó,''') diverlenj por lo ~&D.to,la sucesión
(X,,) diverge en forma oscilate alrededor de L. En este caso, la sucesión
constante (L, L, L,···) es lí. ÚI1icaque converle a L.
Si I/'(L)I < 1, entonces O < h'(L) < 1, y por el Teorema 1 las dos sucesiones
(X~,X.,X8'···) Y (XI,X3,Xó,"') converlen &1 límite común L, ya que Les
el único Iím.i~eposible de estu sucesiones en una vecindad de L; por lo tanto,
la. sucesión (X,,) converge al límite L ea forma OfICilantealrededor de L.•
Analicemos ahora en qué vecindad de L converge 1& sucesión (Xft).
Supongamos que 1 es decreciente y L es un punto fijo de 1 con I/'(L)I < 1.
Evidentemente, L es un punto fijo aialado. Sea p el punto fijo de la {unción
h = 101 mlÍ, cercano &1 punto L, con p < L (Fig.l3)¡ si q = I(p), entonces q
es el pun~o fijo de la función h(.) mú cercano a.L con q > L. En efecto:
p = h(P) = 1(1(,» = I(t¡), h(t¡) = 1(I(q» = I(p) = t¡¡
ademú, ti h t.•viera .•n puto Ijo eatre L y f, diatmOl ", entonces 1(,.) sería.
1Ulputo fijo de 1& fanción ,. tituado entre , y L (por el hecho de que 1es
decrecíeate), lo cual am. abArdo.
Si Xl e (p, q) en$oJl<:elX" e (" q) para todo ni por lo tanto se obtiene que
Iim X" = L .
•-00
Evidentemente, si Xl = p, Ó Xl = q, entonces (X,,) = (p, q,p,q, ... ) Ó (X,,) =
(q,p, q,p," .), luego (X,,) diverge en forma oscilante. e
Si L es el único punto fijo de la función h = /0/, entonces
(X,,) - L para cualquier n10r de Xl'
El anáUaÚlanterior nos muestla que 101 puntos fijoe de la Í1mción h = / o J
aparecen en la forma de pareja, (p, /(p», donde I(p) está en el lado opuesto
del punio p con respecto a L. RecípIOC&IIleJlie,si.dos puntGa ., t saiisfacen lu
condiciones
entonces ., t son puntos fijos de la función h = lof.
Si L no es el único punto fijo de la función h = 101, enionces deben aparecer
muchos puntos fijos de la Í1mci6n h, esto es, la curva 'IJ = h( Ir) cortará la
recta 'IJ = Ir en muchos puntos; esto implicará la presencia de ftlÍOI puato. de
íJ&jltl:ióa p&Ia la Í1mciónh. De.a manGa, 1&obeenación gráica de 1&Qlft
11 = h( tI:) nos ayuda a mostrar la unicidad del punto. ijo de la función h.(En
general, no es fácil IelOlver la ecuación h(z) = z) ••
Observación. Si I/'(L)I = 1, según la obervaci6n que sigue al Teorema 1 las
dos sucesiones (X2ft) y (X2ft-l) convergen solamente cua.ndo h(z) > lO para.
z: < L, y h(z:) < z: para z: > L, ° sea que la sucesión (X,,) converge &1límiie L
cuando L es un punto d~ ínfl~:ríón de la Í1mción h = fof,donde la concavidad
cambia de "arriba" a "abajo" &1puar por el punto L .•
,
I
I_.-
Ejemplo 8. X"+l = aJl - (X,,)2 (O< a < 1).
Sea f(z) = av'l - z:J ea 1= [0,1), elltoaces L = Jl~Gi es ó.llicopunto fijo de
la {unción f en el intervalo 1. Tenemos:
ClZ1'(z) = - - .••••••v'1- z2'
Como I/'(L)I = a:J> 1, entonces la .ucesi61l (XII) converge al limite L ell una
veciadad de L.
Sea h(l:) = l(f(z» = av't - 02 + a'I::l, si h(z) = 1:, 1: e [0,1] entonces
z = L = ~, o sea que L ea el ?ÍRico pURto fijo de la {unción h¡ poI lo tanto,
(X,,) --+ L = a para cualquier valor de Xl e [0,1) .•
";1+ 0.2
Ejemplo 9. X"+l = o + -i: (o. > 0,6 > O),Xl > O.
Sea 1(1:) = o.+ ~ en (0,00), entoncee L =! (a + "-0.2-+-.-')' es el único punto
fijo de la fundóa f ea (0,00). Tenemos:
6 26
f(l:) = - 1:2' f(L) = 0.2 + 26 + Q,VQ,2 + ." < O.
Como I/'(L)I = G2+2b+!J.S+26, entonces la 81lcesi6n (X,,) converge en una
TeCÍIldad del p•• 'o L. Sea h = 10/; e.~aC8ll,
1.( ) _ bl: _ (a2 + b)1: + ab
111: -4+--- -----.al: + b al: + b
Se observa. que L es el único pun~o fijo de la función h( z) = l(l( z » en (O, oo)¡
por lo t&ato,
(X.) - L =i(a + '¡02 + -ü) para cualquier valor de Xl> O.•
Ejemplo 10. X"+l = Jb - aX" (o > 0, b > O,o:l < b).
Pala que X" sea rea1.e debe ~ener q.•e Xl S ~;ea ~al cuo, X2 S v'b < !. Ea
general, .e ~iene que
b
X" < Vb< - para ~do n = 2,3,4, ...- o
Sea I(z) = v'b -I1Z en 1 = [O,v'b).Si I(z) = z, entonces z2 + I1Z- b = O,
luego L = !(-a + J (J,2+ 45) e1tnico pun~ fijo de la funcióa I en 1 = [0, v'b].
TenemOl: ..
fez)
-11= 2v'b - oz ,
f(L) -11= -11 + v'02 +:¡¡; < 0,
I/'(L)I o= v'112+ 46":' o
11
< v' 02+ 4;,2 - o
1- J5 <1.5-1
Seahez) = I(/(z» = Jb - oy'll- u; aih(z) = z, enlonC8l¡ Vb - av'b - a~=
z, luego (.2 + (J,a7 - b).(z2 - cUJ+ (J,2- b) ;: O, ecuad6n que ~iene una única
soluci6n L en [O, v'b). 3 ApJica.ndo el Teorema 2 se tiene que:
SLa Ecuación z:2+ tu: - 6 = O poI88 UDaúnica rúz politift L. Por otra parte, se tiene
que ZJ + " - b < O en (O,v1). En efecto, la función cuadritica ZJ - "+ a' - 6 el cóaeava
hacia orrík, 7 éata toma valOl'l!l DeptíYDI en llJ = O7 en llJ = v'I:
Ejemplo 11. Xn+l = a· (X.)2 - b (a > 0, b > O).
Se. 1(1:)= 0.2 - 6. Le»p••• ije» de la fución 1 son
1rJ = 1- v'~'+ 1« O), Ll = 1+v'~6+ 1(> O).
2a 2a
Tenemoe:
1'(1:) - 2al:
I'(~) = 1 - v'~06+ 1< 0,
I'(L1) - 1+ ';4a6 + 1> 1,
1/'(L2)1 = v'~ab+ 1-1.
Como 1'(Ll) > 1, eníoncee Ll no el ellfmite de l. a.cesión (X.), • excepción
del cuo en que (X,,) 88 coulanle (por ejemplo, Xl = LI' Ó Xl = -LIt etc.).
Caso 06> i.
Tenemos que 1/'(L2)1 = ';4a6 + 1 - 1 > 1; por lo tanlo ~ no es el
límite de la nceei6a (X,,), 10 __ 08 que (X,,) lea. coulante (por ejemplo,
Xl = L2, etc.).
Caso ab < i.
Tenem08: 1/'(L2)1 = v'W + 1 - 1 < 1.
Sea h(.) = 1(/(1:»= a.(aI:2 - 6)2 - 6; si h(.) = • ea.cee
(a,,2 - ,,- 6). (a2,,2 + a" + 1 - 46) = 0,
1u8l0 1: = Ll, Ó L2'
NóteH qlle (a:l)2+(a.) +1- ab ;: 0, 'lo qlle IU di8crlmiIlaale ee D8Iativo.
Ademú, 1(0) = -6 > -Ll• Obeervando la grdea de 1&fucióD 1
(Fig.15) le coac1llye que
(X.) --.. L:¡ si Xl e (-L1, Ll),
(X,,) --.. +00 si Xl < -L1 Ó Xl> L1•
Caso ab = f. Tenemos:
hez) - % = (a%2 - % - 6).(a2%2 + a% +1- a6) =
= a· (% - L1)· (% - L2)' «a2%2 + a% + 1- a6».
Como a2%2 = a% + 1 - a6 ~ O pa.ra todo %, en.onces hez) - lI: es decre-
ciente en L2, por lo tanto, la sucesión (X,,) conYerge al límite L2 en una
vecindad de L,Jo cual conduce a situaci6n exadamenw ipal al caso de
ab < f.
Nota Existen algunOll valores especiales para Xl para 1011 cuales la sucesión
(X,,) es constanw de valor L1,6 L2 a partir de algán término; en tales casos
la sucesi6n (X,,) converge a Ll ó L2, respecü.nmenM. • .,
Ejemplo 12. X"+l = a.X" + -i; (O< a < 1,0 < b), Xl > O.
Sea f( %) = a% + !en 1= (0,00); entonces L = J i!. es el único punto Ajo
de la {unci6n f en (0,00).
Tenemos:
6f'(%) = a - 2' f'(L) = 20 - 1.
%
(i) Caso a> i.
Tenemos O < f'(L) < 1; aplicando el Teorema 1 la sucesi6n (X,,) con-
verge al límite L,monótonamente.
(ü) Caso a = i.
TenemOll: f'(L) = O, f(L) = it- > O; entonces f tiene un mínimo en
z = L, esto es, I(z) > L para % ;: L, luego (X,,) converge allímiie L
decrecieniemente si Xl > L. Si Xl < L, entonces X2 > L, luego (X,,)
converge al límite L monótonamente a pa.rü.r de X2•
(ili) Cuo eJ < i-.
Taemor. f( L) = 2. - 1 < 0, "( L)I = 1 - 2ea < 1j aplic&ado el
Teorema. 2 •. heme. qh la ftCMió. (X,,) coa••• al Hmite L en ua .
YeCiDdadde L. Sea.
1: [(eJI:2 +6)2 ]1&(1:) = I(J(I:» = eJI:2+ 6' eJ. 1: + b ;
si 1&(.) = ., eatoacee«eJ - 1).2 + 6).«'1 + 1).2 + b) = O, lUlO L es el
hico puto Ijo de 1&f1anci6n1& en (0,00),por lo '&ato
(X,,) - L =J1~ eJ pUl. cllalquier valor positivo de Xl' •
JUemplo la. X"+l ;;;-t .(x,,)3 + t.
Sea 1(.) = - t.3+ t ea (-00,00); eJltoncee 1'(.) ;;;- f.2 ::i Opa.ra todo.,
lllego ¡88 decreciente. Por lo t&ato, niate u wco puto fijo de la mnción ¡.
Como 1(1) = -t + t = 1, entonces L = 1 88 el puto Ajo de 1(%). Tenemos:
I/'(L)I = 1/'(1)1 =¡< 1;
entoncee la. .1lcelÍÓn (X,,) coaverge allúnite 1 ea llaa. vecindad de 1, en forma
oecila.ate.
Sea 1&(e) ;;; 1(J(e», eatoacee
1&(.) < • C1l&ado. _ -00,
1&(.) > • C1l&ado. - 00;
por lo '&ato, eaten "t, coa, < L < t, ,al. qlle 1&(1);;; p y h(q) = q, o lea
1(1) ;;; q y I( q) ;;; "
Por u cálC1Ilo1l1lDléricoteaemoa
9
- f(J(z».I'(.) = 2ii,(.3 - 5~ .• 2,
= ~6,{28(.3_5)2+2.3.2.z2,(.3_5)} =
9- ¡¡¡.:1(:13- 6)(.:13 - 6);
luego la ecuación h"(z) = O tiene exactamente tIes solucionea, o &eaque la
función h tiene u.puntoll d. iduión. Por lo ~k>, h DO puedeiaeI mú
de tres p1Ultollijoe, .k> ea, 1',f 1L lOa _ 6Jaic:a P1Ultoajijoe d. la mción
h( z) = f(f( z». Asf,
_.
: &'
I 'C"
: ~'1
1
I
I
(X.) --+o 1 sil' < Xl < q,
(X.) diverp si Xl SP 6 Xl ~ q••
Bjemplo 14. (Seidel, 1810).
X.+I = G.e-bX• (G > 0,6 > O), Xl ~ O.
Sea f( z) = G • e-- en 1 = [0,00); enk>nce8,
f(z) = -Gb· e.•••= -6 ·/(z) < O.
Como la fuc:ió. J. decrecíeaM e. (0,00), y /(z) - O cuaado z - 00,
eamcea uiate 1Inúic:o puio Ijo L(> O) de la fución, el caw aaiiaface la
a
6L = lO3(L)'
y la. sucesión (X,,) será oscilute &lrededor del punto L.
(i) Si bL > 1, entonces la.sucesión (X,,) diverge (sl1vo el caso trivia.l: Xl =
L).
Nótese que si bL > 1 entonces log(a/ L) > 1, luego
De la. misma. muera., bL < 1 implica. ab < e, y bL = 1 implica. ab = e;
por lo ta.ato,
bL < 1
bL = 1
bL > 1
si y sólo si ab < e,
si y sólo si ab = 1,
si Y sólo si ab > e.
(ü) Si bL < 1 (o sea., (lb < e), por el Teorema. 2 se ve que la. sucesión (X,,)
converge al límite L en una vecindad de L. Sea.hez) = f(f(z»; entonces,
h'(z) _ f'(f(z».f(z) = b'J.f(f(z».f(z) = b'J.h(z).f(z) > O,
hez) = b'J.(Ia'(z).f(z) + h(z).f(z» = b3.(b.f(z) - 1).h(z).f(z)
= b3.h(z).f(z).(abe-t. -1).
(a.) Si ab S 1, entone. Ia"(z) S Opa.ra. todo 8¡ por lo tanto la. función
la tiene llB sólo punto ijo en [0,(0) (Fig. 11).
~ ~
(b) Si 46 > 1, la. función la potee u. aolo p•• to de idexi6n, donde
la. conca.vidad cambia. de arriba. a. aba.jo al puar por este punto.
Anwudo la sráica de la función la, se obeerva que pC*!e UD solo
punto fijo (Fig. 18) ". Por lo tuto, la sucesión (X,,) tiende al límite
L para. cualquier valor positivo de Xl'
(ili) Si bL = 1 (o sea, 4b = e). Como ab.e-6L = ab.e-l = 1, entonces L es el
mco punto de inflexión de 1&lución la, donde la concavidad cambia de
arriba a abajo al puar por el pUlo L (Fig.20). Por lo tulo, la sucesión
(X,,) tiende al límite L para cualquier valor positivo de Xl'
En resumen: si ab ~ e, la sucesión (X,,) converge al límite L, para
cualquier valor positivo de Xl, y si ab > e, la. sucesión diverge en forma.
oscila.ate (a excepción del caao trivial Xl = L) .•
·Si la tunci6n Atunera mú de un punto fijo en (0,00), teniendo en cuenta que lo. punta-
fijo. (~L) de h aparecen en pan,ju en ambo. lado. de L, la curva 11 = A(c) debería coriar a
la recta ~ = z en, por lo DlfIlOI, cinco PUDtOl(Fil.ll~); eD coDteCueDclala fuDcl6DIt. debería
poseer por lo IneDOI3 PUDt08de iDtl8ld6D,lo eual. abeurdo.
5 Problemas locales y problemas globales
Si se trata solamente de 1011 problemu localea de la conYerg8DCÍ&o no de 1&
sucesi6n, uniendo los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente resultado
teóricamente mú simple:
Teorema a. (Criterio unificado).
Sea (X,.) 1&suC8lÍÓndada. por la fórmula de recurreDCÍa (1), y supongamos
que L es un punto fijo de la función l. Entonces:
(i) Si I/'(L)I < 1, entonces la sucesi6n (X,.) converge allímit.e L, en una
vecindad de L.
(ü) Si I/'(L)I > 1, entonces la sucesión no converge al UmUe L, a excepción
del caso trivial en que (X,,) sea constante a partir de algtn término .•
Sin embargo, est.o último no aUve para IeaOlver 1011 problemu eapecifi.coamía
comunes, tales como "invest.igar la convergencia o no de la sucesión (X,,) dada
por la f6rmula de recullencia (1), Y dado el valor de Xl" , ya que 1&convergencia
o no de la. sucesión (X,,) en una vecindad de L no ofrece ninpna información
acerca del seguimiento de 1011 t.énninOllde la sucesión a partir de un Xl, como
se observ6 en los ejemplos anteriores.
Cuos Generales. Si 1& sucesi6n (X,,) satisface 1& f6rmula de recuuenCl&
X"+l = I,.(X,.), n = 1,2,3"",
tenemOll el siguient.e teorema, similar al Teorema 3, cuya demOlltr&CÍÓnestá.
fuela del nivel de lapr_nte nota.
Teorema 4. Sea (X,.) 1&sucesión dada por:
(X"+l) = I,.(X,,), n = 1,2,3,···,
donde las funciones 1" (n = 1,2,3, .. ·) son continuu en un conjunto abierto
I sobre l. Supongamos que 1" - I uniformemente en UDa vecindad de
L e l, donde L ea un punto fijo de la función IÍunite l. Si lea derivable en
L, y I/'(L)I < 1, entonces existe un coD,junt.oabierto A(;' ') tal que
6 Ejercicios Adicione1ee
l. Xn+l = G.(X,Jl (o> O).
2. X"+l = a.(X,,)3 (a > O).
3. X"+1 = ~ (a> O).
4. X"+1 = 2X,. - a.(X,.):l (a> O).
3 ~ 25. X ••+1 = (X ••) - ~ (X ••) .
6. X ••+l = X:+l (a> O).
1. X••+l =b (o > O).
8 X - 'y. ,,+1 (x. +6
9. X"+l = a.j(X,,)2 +X" (O< o < 1).
10. X"+1 = ~ .
11. X"+1 = f::! (O < b < a).
12. X"+l = (X,,)X ••.
13. X"+1 = log(X,,2 + b:l) (b> 1).
14. X"+l = _t(X,,)2 +X" + t.
15. X"+l = (X ••~+. (o > 0, b > O). Demostra.r: si 2ava < b, entonces
(XII) diverge; si 2aya ~ b, entonces (X,,) converge para. cualquier valor
de Xl'
